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基于时域最小残值法求解面内非线性风力

涡轮机叶片系统的半解析解*
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摘 要：建立了风力涡轮机叶片面内运动的动力学模型，基于哈密尔顿原理推导了叶片在平面内运动的非线性偏

微分控制方程。建模过程中，综合考虑了重力荷载、气动荷载以及大挠度引起的几何非线性效应，构建了具有二阶

非线性特征的连续系统动力学方程。通过Galerkin离散化方法，采用悬臂梁模态函数结合恒定转速假设，将原始偏

微分方程简化为包含参数激励和直接激励的二阶非线性Mathieu-Duffing系统，并采用时域最小残值法进行求解分

析。研究结果表明，在参数激励作用下，系统表现出丰富的非线性动力学行为；在特定参数区间内，系统呈现稳定

的周期运动特征；而当控制参数变化时，系统也可进入混沌运动状态。
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Semi-analytical solution of in-plane nonlinear wind turbine blade system 
based on the time-domain minimum residual method
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Abstract：This paper develops a dynamical model for the in-plane motion of wind turbine blades，

systematically deriving nonlinear partial differential governing equations based on Hamilton's principle.

The model incorporates gravitational loads，aerodynamic loads，and geometric nonlinearities induced 

by large deflections，to establish a continuous system characterized by second-order nonlinearities.

Through Galerkin discretization with assumed cantilever mode function under constant rotational 

speed，the original partial differential equations are reduced to a second-order nonlinear Mathieu-

Duffing system featuring both parametric excitation and direct external excitation. To investigate the 

bifurcation characteristics of this nonlinear dynamical system，an innovative time-domain minimum 

residual method is proposed and implemented. The results reveal rich nonlinear dynamical behaviors 

under parametric excitation：stable periodic oscillations dominate specific parameter regimes，while 

transitions to chaotic responses emerge through control parameter variations.
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风力发电的核心设备风力涡轮机的运行可靠

性问题日益凸显，其中涡轮机叶片和传动系统是故

障的高发区。国内外学者对风机涡轮机叶片做了

大量研究。Acar et al.（2018）研究了风力涡轮机叶

片在弯曲—弯曲—扭曲耦合振动下的动力学行为。

Bagherpour et al.（2018）评估了叶片材料的弯曲—扭

曲耦合可作为被动减轻叶片荷载的方法。Maktouf 

et al.（2019）研究了风力涡轮机叶片转速对固有频率

和位移的影响。Salah et al.（2024）分析了叶片转速

如何影响双转子风力涡轮机性能。高雪莲等

（2024）对磁流变阻尼器（MRD）的风力发电机叶片

阻尼力进行最优控制设计，研究了风力机叶片最优

减振控制策略。穆永祥（2023）使用分段半解析法

分析了大型风力发电机叶片的挥舞、摆振、扭转振

动特性。周楠等（2024）建立了风力发电机叶片端

到电机端的振动力矩传导模型。考虑风力发电机

叶片尺寸的影响，郎启发（2024）对风力发电机叶片

进行建模分析，研究了叶片动力学特性。

随着兆瓦级风机叶片不断增大，其柔性增大导

致面内/面外耦合非线性显著，传统线性模型失效。

此外，叶片—塔架相对运动产生的参数激励使系统

出现 Mathieu-Duffing复合特征，现有时域积分方法

精度与效率受限。亟须基于半解析框架的高效工

具，以揭示复杂分岔及准周期响应机理，并为结构

减振提供理论支撑。本文的目标是将方程组简化，

寻找到具有代表性的解析描述。因此，本文应用

Galerkin方法，截取一阶模态，并应用假设的悬臂梁

模态函数和恒定转速，得到一个二阶的非线性系

统，然后把该二阶非线性系统简化为包含参数激

励、直接激励的非线性 Mathieu-Duffing 方程，简化

后的Mathieu-Duffing方程是本文的研究重点。

对于具有参数激励的系统，已经进行了不少的

研究。Ng et al.（2002）研究了含一阶的立方非线性

项的 Marhieu方程在 2∶1谐振附近的非线性动力学

行为。Ramakrishnan et al.（2023）使用多尺度法，分

析了 Marthieu 方程的共振情况，揭示了 Marthieu 方

程存在超谐波共振和次谐波共振的情况。牛江川

等（2019）应用谐波增量法和平均法分析了参数激

励系数和分数阶系数对 Mathieu-Duffing 亚谐波共

振幅频响应的影响。解加全等（2024）采用多尺度

法研究了含平方阻尼项的 Mathieu-Duffing 系统的

共振和混沌。王德亮等（2023）使用基于 Tikhonov

正则化改进的谐波增量法求解 Mathieu-Duffing 方

程多重解。张又又等（2012）使用随机平均法分析

了包含谐和噪声和随机噪声联合参数激励的

Mathieu系统的矩稳定性。黄建亮等（2021）使用增

量谐波平衡法分析了包含外激励的 val der Pol-

Mathieu方程的准周期运动和周期运动。

非线性 Mathieu-Duffing 方程动力学可作为风

力涡轮机叶片运动的近似代表。本文创新性地采

用新近提出的时域最小残值法（TMRM）（Liu et al.，

2021a）来分析含参数激励和直接激励的非线性

Mathieu-Duffing 方程，以及参数变化对非线性

Mathieu-Duffing方程的影响。其计算结果将作为揭

示实际风力涡轮机叶片的气弹耦合失稳机制的重

要理论依据。

1 风力涡轮机叶片模型的运动方程

如图 1 所示，考虑以长为 L 的柔性悬臂叶片安

装在水平的刚性轮毂上。叶片以转速Ω绕水平旋转

轴旋转，并在旋转平面内发生弯曲振动。由于本文

聚焦于额定工况下的主要参数激励，实践和先前研

究均表明，此时面外挠度及扭转—弯曲耦合对面内

一阶响应影响甚微，故仅保留旋转平面内的弯曲自

由度即可捕捉核心动力学特征，避免引入不必要的

模型复杂度。定义原点在叶片根部的局部旋转坐

标系（ex，ey）。取旋转叶片上一点 P，点 P未旋转变

形前与水平旋转轴的距离为 r。假设叶片旋转角度

为 θ，并在平面内发生了弯曲，弯曲收缩的距离为 s，
倾斜叶片的位移为 y。

点P在局部坐标系下的坐标为

R = [ ]r - s ( r，t ) ex + y ( r，t )ey . （1）

式（1）关于时间 t求导，得到点P的速度：

v = ( - ṡ - θ̇y ( r，t ) ) ex + ( θ̇ [ ]r - s ( r，t ) + ẏ ( r，t ) ) ey .
叶片的总动能由局部坐标系下的动能和坐标

系的旋转动能两部分组成，即

T = ∫0

L 1
2 m ( r ) v ⋅ vdr + ∫0

L 1
2 J ( r ) ( y' + θ̇ ) 2dr，（2）

图1　风力涡轮机叶片模型

Fig. 1　Wind turbine blade model
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其中m ( r ) 是叶片单位长度的质量，J ( r ) 是叶片单位

长度的质量惯性。旋转叶片的势能包括重力势能

与弯曲势能。如图 1所示，点P的高度 h ( r，t ) 由旋转

引起的倾斜、倾斜弯曲的收缩 s ( y，r，t ) 和倾斜的叶

片位移 y ( r，t ) 三部分组成。

h ( r，t ) = r (1 - cosθ ) + s ( y，r，t )cosθ + y ( r，t )sinθ，
其中 s ( y，r，t ) = ∫0

r y'2

2 + y'4

8 dr .
整个叶片的重力势能为

Vg=∫0

L

m ( r )gh ( r，t )dr

    =∫0

L

m ( r )g [ r (1-cosθ )+r ( y，r，t )cosθ+y ( r，t )sinθ ] dr.
弯曲势能包含了几何非线性项，假设叶片弯曲

的非线性曲率 k = y″

( )1 + y'2 3 2，曲率的平方使用泰勒

级数展开为

k2 ≈ y″2(1 - 3y'2 ).
弯曲势能为

Vb = ∫0

L 1
2 EI ( r )k2dr ≈ ∫0

L 1
2 EI ( r ) y″2(1 - 3y'2 )dr，

其中 E是叶片的杨氏模量，I ( r ) 是梁横截面的惯性

矩。叶片的总势能

V = Vg + Vb. （3）

采用 Hamilton 原理推导出叶片的运动微分

方程

∫0

t

( )δT - δV + δW dt = 0， （4）

其中 W 表示外力做功，δ 表示变分算子。将式

(2)~(3) 代入式（4）中，构造 δT、δV和 δW，并采用分

部积分获取被积函数中的 δy项，即可得到关于位移

δy变化的旋转叶片的运动微分方程。

风力涡轮机的叶片转速受叶片上的空气动力和

轮毂的力矩影响。叶片真实转速是一个缓慢变化的

量。为了简化方程，本文先从固定转速研究叶片振

动，即 θ = Ωt。固定转速下叶片运动的微分方程为

mgsin (Ωt ) = -m [ ]a ( s̈，s，ẏ，r，t ) + gcos(Ωt ) ( y' + y'3 /2)
-∫

r

L

m [ ]a ( s̈，s，ẏ，z，t ) + gcos(Ωt ) dz
×( y' + y'3 /2)' - mb ( ÿ，y，ṡ，r，t ) + [ ]J ( r ) y' '
-(EIy″ - 3EIy″y'2 )″ - (3EIy″2y')'
+f ( y，ẏ，s，ṡ，r，t )，                                           (5)

其中

a ( s̈，s，ẏ，r，t ) = s̈ + 2Ωẏ + Ω 2 ( r - s)，
b ( ÿ，y，ṡ，r，t ) = - ÿ + Ω 2y + 2Ωṡ，f ( y，ẏ，s，ṡ，r，t )

表示叶片上的气动荷载。

从式（5）可知，叶片的运动微分方程有几何非

线性项、线性项。而且方程中还有参数激励项，即

包含有 cos(Ωt ) 的项和相同频率的直接激励项

mgsin (Ωt )。这激励项都来自重力势能。气动载荷

项 f ( y，ẏ，s，ṡ，r，t ) 也可能包含有额外的参数激励项。

EI项源自弯曲势能。叶片在根部 r = 0处夹紧，是固

定段。在 r = L处于自由，是自由端。叶片的边界条

件为

y (0，t ) = 0，      y' (0，t ) = 0，      r = 0；
-J (L ) y' - 3EIy″y'2 + 3EIy'2y' + EIy″ = 0，   r = L；
(EIy″ - 3EIy″y'2 )' = 0 .

为了便于分析，采用 Galerkin 法对微分方程进

行简化。则横向挠度近似为

y ( r，t ) ≈ ∑
i = 1

N

qi ( t )Ψi ( r )， （6）

其中 qi ( t ) 是假定的模态坐标，Ψi ( r ) 是假定的模态

函数，N是保留的模态数量。叶片的振动响应的主

要贡献是一阶模态，其一阶能量占比>92%。因此，

本文取N = 1保留一阶模态。

采用一阶模态函数，并通过 Galerkin 法离散运

动方程。把式（6）代入式（5），两边乘以Ψ ( r )，并沿

叶片长度从0到L积分，得

a1 q̈ + b1 q̈q2 + c1 q̇q + d1 q̇2q

       +(e1 + e2cos(Ωt ) ) q + ( f1 + f2cos(Ωt ) ) q3

          = g1sin (Ωt ) - ∫0

L

Ψ ( r ) f ( y，ẏ，s，ṡ，r，t )dr，
（7）

其中 a1、b1、c1、d1、e1、e2、f1、f2、g1、h1 是常系数，详见

增强出版：附录 1。这些系数由分布函数 m ( r )，
EI ( r ) 和假定的模态函数Ψ ( r ) 决定。

当叶片的质量和形状均匀时，将叶片近似为均

匀的悬臂梁，即m ( r ) 和 EI ( r ) 是常数。假定的模态

函数使用欧拉 -伯努利悬臂梁的第一模态函数

（Blevins et al.，1980）：

Ψ ( r ) = (cosh βrL - cos βrL ) - σ (sinh βrL + sin βrL )，
其中 β = 1.875 104 07，σ = 0.734 1。由式（7）可知，

线性项和三次非线性项都有参数激励，系统包含直

接激励项。此外，风力涡轮叶片在面内运动是有阻
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力的。因此，还需在系统中加入一阻尼项来模拟叶

片在实际工作中的系统工作阻尼。

当模态函数确定时，系数只受叶片的材料属

性、几何形状和叶片转速的影响。我们的目标是通

过分析该叶片系统，求解出叶片的振动响应 y ( r，t )。
加入阻尼项后，方程（7）中有三次非线性项，有阻尼

项，还有参数激励项和相同频率的直接激励项。因

此，方程（7）具有 Mathieu-Duffing 方程的特征。

Mathieu-Duffing方程

q̈ + μq̇ + (ε + γcos(Ωt ) )q + αq3 = Fsin (Ωt )，（8）

是本文接下来的研究重点。

2 时域最小残值法

2. 1　非线性系统求解问题

本文采用时域最小残值法求解Mathieu-Duffing

方程。相较谐波平衡（HB/IHB）等纯频域半解析方

法，liu et al.（2021a，2021b，2022）提出的时域最小残

值法为时-频混合框架，无须繁琐的符号展式与小

参数假设，直接在时域节点上迭代，既保留了时域

物理直观，又具备高阶精度与良好并行性，对弱和

强非线性均适用。时域小残值法的基本思想如下。

假设方程（8）的解能展开成无穷级数

q ( t ) = a0 + ∑
k = 1

+∞
[ ]ekcos(kωt ) + fksin (kωt ) ， （9）

其中 q表示非线性系统中自由度的位移，a0 是未知

常数，ek和 fk是未知正余谐波系数。ω是与外激励力

频 率 相 关 的 频 率 。 只 要 确 定 系 数 a =
[a0，e1，e2，…，f1，f2，…]，并代入到方程（9）中，即可得

到方程（8）的精确半解析解。在实际应用中，截取

方程（9）的前N级作为方程（8）的近似解，即

q ( t ) ≈ qN ( t ) = a0 + ∑
k = 1

N

[ ]ekcos(kωt ) + fksin (kωt )  .（10）

对方程（10）求导，可获得系统的速度与加速度

的解析表达式

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

q̇ ( t ) ≈ q̇N ( t )
=∑
k = 1

N

[ ]-kωeksin (kωt ) + kωfkcos(kωt ) ，

q̈ ( t ) ≈ q̈N ( t )
=∑
k = 1

N

[ ]-(kω ) 2ekcos(kωt ) - (kω ) 2 fksin (kωt ) .

（11）

当级数取到无穷时，方程（8）在整个时域

t ∈ [ 0，+∞ ]上恒等于零。但实际计算时，只能截取

级数的前N级作为近似解。将方程（10）和（11）代入

方程（8），不能使方程（8）在整个时域 t ∈ [ 0，+∞ ]上
恒等于零。因此，把系统残差定义为

R = q̈N + μq̇N + (ε + γcos(Ωt ) )qN + α (qN )3 - Fsin (Ωt），

然后找到适合的参数，让残差R的值在一个周期内

足够小。因此，非线性系统的求解问题转为最小值

优化问题：

寻找到一组合适的系数

a = [a0，e1，e2，…，eN，f1，f2，…，fN ]，
使残差R (a，t ) 在时域节点 t ∈ [0，t1，t2，…，tk ]内尽可

能小，即

a* = argmin
a ∈ A

ℏ (a，t )

= min
a ∈ A ∫0

2π
ω
R (a，t ) TR (a，t )dt ， （12）

其中ℏ (a，t ) 为非线性目标函数，A是a的可行域。

2. 2　增强的响应灵敏度法

方程（12）的最小值优化问题，可使用增强的响

应灵敏度法进行迭代求解。初始给定一个合理的

猜测初值 a(0)，然后找到合适的更新量 δa使目标函

数ℏ (a + δa，t ) 减小，即

a( j ) = a( j - 1) + δa( j )，      j = 1，2，…. （13）

方程（13）不断更新所有系数进行迭代计算，直

至找到合适的系数 a，满足所设的收敛条件。对于

方程（12）目标函数 ℏ (a，t ) 的求解，一种常见方法是

把 目 标 函 数 在 一 个 周 期 内 离 散 的 时 间 节 点

{tk ∈ [ 0，T ] | k = 1，2，…，l}上进行线性化处理，然后

再求解线性化后的近似函数 ℏ̂ (δa，ā )，
ì
í
î

ïï

ïï

min
a ∈ A ℏ̂ ( ā + δa，t ) =  δR ( ā，t ) - S ( ā，t )δa 2

，

δR ( ā，t ) = ℏ (a，t ) - R ( ā，t )， （14）

其中‖⋅‖2表示取 l2的范数，一阶响应灵敏度矩阵

S ( ā，t ) = ∇ ā R ( ā，t ) =
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⋮
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  ⋯  ∂R ( )ā，tl∂am

 .

需要注意的是，过少的时间节点会引起频率泄

露，或者是目标函数不适定等问题。本文中，在一

个周期内选取 1 000个等间距分布的时间节点。由

于线性化后的近似目标函数 ℏ̂ ( ā + δa，t ) 有可能是

病态的，所以使用 Tikhonov 正则化来解决病态问
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题。使用了Tikhonov正则化后，问题转化为

  
δaλ = arg min

δa ∈ A - ā δR ( ā，t ) - S ( ā，t )δa 2 + λ δa 2

= [ST ( ā，t )S ( ā，t ) + λI ]-1
ST ( ā，t )δR ( ā，t )，  (15)

其中 λ是正则化参数且 λ ≥ 0。从方程（15）可以看

出，不同的正则化参数对应着不同的更新量 δaλ。
选取 L-curve的最大曲率处对应的正则化参数。该

点 对 应 的 正 则 化 参 数 能 较 好 平 衡 拟 合 残 差

 δR ( ā，t ) - S ( ā，t )δa 2
和更新量  δa 2

。前述操作

针对线性化的近似目标函数 ℏ̂ ( ā + δa，t )，适用于弱

非线性系统。为了在强非线性系统中也可以进行

上述操作，在迭代过程中引进置信域限制。引入一

个“一致性指标”来衡量函数 ℏ̂ ( ā + δa，t ) 和 ℏ (a，t )
接近程度。

ϖ (δa，ā ) = ℏ (a ) - ℏ ( ā + δa )
ℏ̂ (0，ā ) - ℏ̂ (δa，ā )

=  δR ( ā，t ) 2 - δR ( ā + δa，t ) 2

 δR ( ā，t ) 2 - δR ( ā，t ) - S ( ā，t )δa 2，(16)

其中 ℏ̂ (δa，ā ) 为近似目标函数的最优解，则必然

有 ℏ̂ (0，ā ) - ℏ̂ (δa，ā ) > 0。 迭 代 过 程 中 保 证

ϖ (δa，ā ) > 0，就要保证 ℏ (a ) - ℏ ( ā + δa ) > 0，此时

目标函数开始收敛。通常当一致性指标满足

ϖ (δa，ā ) ≥ ϖcr ∈ [ 0.25，0.75 ] ， （17）

函数 ℏ̂ ( ā + δa，t ) 与 ℏ (a，t ) 足够接近，且收敛速度较

快。方程（17）构建的置信域约束在理论上保证了

线性化后函数与原本非线性函数的近似一致性，同

时说明：如果正则化参数λ足够大，那么一致性指标

总是能够被满足的。所以存在临界的参数λcr，只要

λ ≥ λcr，就能够满足一致性指标。

当 ST ( ā )δR ( ā ) ≠ 0时，

ì
í
î

ïï

ïï

lim
λ → +∞ ϖ (δa，a ) = 1 > ϖcr，

lim
λ → +∞ δaλ = 0 .

上述响应灵敏度法称为增强响应灵敏度法。

3 数值计算

参考 Shen et al.（2008）对该方程的研究，选取

μ = 0.25，ε = 1，α = 1，F = 0.1，Ω = 2，γ = 3.8 ∼ 12.2。
图 2 为位移 q的极大值随着参数 γ的变化。从图 2

可以看出，γ对系统的动态响应有着非常显著的影

响。系统既有周期性运动，也有混沌运动。随着 γ
的增加，图 2显示系统出现以下的分岔现象：单周期

运动—多周期运动—单周期运动—多周期运动—

混沌运动。

图 2显示 γ = 4.2系统发生单周期的运动。图 3

中参数 γ = 4.2，其他参数与图 2相同。时域最小残

值法截断级数 N = 50。图 3（a）构建了系统相空间

的动力学特征对比。其中，横纵坐标分别为广义位

移 q ( t ) 和广义速度 q̇ ( t )，蓝色散点由四阶龙格-库塔

法（RK）数值积分生成，红色连续曲线则源自时域最

小残值法（TMRM）的半解析解。从图 3（a）看出，时

域最小残值法与龙格-库塔法的结果完全吻合。这

说明时域最小残值法计算精度非常高。当 γ = 4.2
时，图 3（a）显示系统的相空间轨迹为一个闭合的极

限环。图 3（b）中横纵坐标分别为频率和对数形式

的功率谱密度（PSD），图中第一个明显的尖峰出现

在系统的固有频率处，后面的尖峰出现位置均为固

有频率的整数倍数处，这意味着系统的响应频率

与外激励的频率相同，即ω = Ω。图 3（c）和 3（d）

显示，此时系统的庞加莱截面上只有一个点。综上

所述，γ = 4.2时系统发生了单周期运动，与图 2的结

果吻合。

图 2 显示 γ = 5.55 系统发生倍周期分岔，系统

进行周期-2 运动。时域最小残值法截断级数 N =
50。当 γ = 5.55 时，图 4（a）显示系统的相空间轨迹

为两个交替闭合的环路。图 4（b）中第一尖峰出现

在系统固有频率的一半处，后面的尖峰出现位置均

为固有频率的 1/2 倍数处，这意味着系统的响应频

率是外激励的频率一半，即 ω = Ω/2。图 4（c）和 4

（d）显示，此时系统的庞加莱截面有两个点。综上

所述，γ = 5.55时系统发生周期-2运动，与图 2的结

果吻合。

图2　γ = 3. 8 ∼ 12. 2的分岔图

Fig. 2　Bifurcation diagram for γ = 3. 8 ∼ 12. 2
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图3　γ = 4. 2时系统的动力学行为

Fig. 3　Dynamical behavior of the system at γ = 4. 2

图4　γ = 5. 55时系统的动力学行为

Fig. 4　Dynamical behavior of the system at γ = 5. 55
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当 γ = 12时，图 5（a）显示系统轨迹在相空间中

无限缠绕，永不闭合或重复。图 5（b）功率谱密度

曲线表现为连续宽带的噪声基底，能量分布在较

宽的频率范围内，而非集中于离散频率点。图 6（c）

和 6（d）显示，此时系统的庞加莱截面出现许多点，

且这些点的分布呈现复杂的分形图案。综上所述，

γ = 12时系统发生混沌运动，与图2的结果吻合。

风力涡轮机叶片在现实使用过程中，受到的气

动荷载是变化的。不同的气动荷载引起的叶片转

速会有所不同。所以，研究Ω的变化对系统非线性

行为的影响非常必要。选取 μ = 0.25，ε = 1，α = 1，

F = 0.1，γ = 4.2，Ω = 1.4 ∼ 2.2。图 6 给出了位移 q

的极大值随着参数Ω的变化。从图 6 可以看出，随

着参数Ω的变化，系统同样既有周期性运动，也有

混沌运动。随着转速Ω的增加，系统出现以下的分

岔现象：单周期运动—多周期运动—单周期运动—

混沌运动。

当Ω = 2.15，系统发生混沌运动，如图 6 所示。

图 7选取Ω = 2.15，其他参数与图 6的相同。当Ω =
2.15 时，图 7（a）显示系统轨迹在相空间中无限缠

绕，永不闭合或重复。图 7（b）的功率谱密度表现为

连续宽带的噪声基底，能量分布在较宽的频率范围

内，而非集中于离散频率点。图 7（c）和 7（d）显示，

此时系统的庞加莱截面出现许多点，且这些点的分

布呈现复杂的分形图案。综上所述，Ω = 2.15 时系

统发生混沌运动，与图6的结果吻合。

图5　γ = 12时系统的动力学行为

Fig. 5　Dynamical behavior of the system at  γ = 12

图6　Ω = 1. 4 ∼ 2. 2的分岔图

Fig. 6　Bifurcation diagram for Ω = 1. 4 ∼ 2. 2
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4 结 论

本文建立了水平轴风力涡轮机叶片的平面内

旋转弯曲动力学模型。理论推导表明：重力荷载产

生了参数激励和直接激励；而气动荷载也可能诱发

附加参数激励项。基于Hamilton原理，本文建立了

包含几何非线性的风力机叶片系统的高阶偏微分

控制方程。通过选取悬臂梁的一阶模态作为模态

函数，结合恒定转速假设，将叶片系统的高阶偏微

分控制方程转化为单自由度非线性常微分方程。

简化的过程中，系统同时保留了参数激励与直接激

励项，其本构方程形式呈现典型的 Mathieu-Duffing

方程特征，即包含线性刚度项、立方非线性项、阻尼

项、参数激励项以及相同频率的直接激励项。

针对该强非线性系统的求解，本文采用时域最

小残值法进行分析。通过构建分岔图、相轨迹、功

率谱及庞加莱映射等多维度数值诊断，系统揭示了

系统响应的演化规律：当参数激励幅值 γ作为控制

参数时，系统经历“单周期→多周期→单周期→多

周期→混沌”的倍周期分岔路径；以转速Ω为变量

时，则呈现“单周期→多周期→单周期→混沌”的转

迁规律。这种复杂的非线性行为能为解释实际风

机叶片运行中观测到的间歇性振动现象提供理论

依据。因此，本文建立的 Mathieu-Duffing范式为后

续研究提供了可扩展的理论框架，其揭示的分岔机

制对兆瓦级风力机的颤振预警和传动系统动态设

计具有重要指导价值。
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