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电阻抗成像探测地下溶洞的几种方法*
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摘 要：电阻抗成像探测溶洞是一个典型的反问题，具有一定的非适定性或病态性，即对测量误差十分敏感。

为了克服非适定性的缺陷，引入正则化方法。考虑两种有效的正则化方法—Tikhonov正则化和稀疏正则化，以

两种不同的求解方式—线性近似直接求解和迭代求解进行求解。因设备相对简单，数据获取比较方便，对材料

非均匀性不敏感等，文章使用电阻抗成像探测了地下溶洞。最后，通过数值算例对比了几种方法的效果。
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Electrical impedance imaging for cavity detection
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Abstract：Electroimpedance tomography (EIT) is a typical inverse problem in karst cave detection,

which is ill-posedness and very sensitive to measurement error. In order to overcome the defect of ill-

posedness，the regularization method should be introduced. In this paper，we mainly consider Tik‐

honov regularization and sparse regularization. Then，two different methods-linear approximate direct

solving method and iterative solution method is used to solve the problem. And，EIT is used to detect

underground karst caves, because of some advantages，such as relatively simple equipment，conve‐

nient data acquisition and insensitive to material inhomogeneity. Finally，a numerical example is given

to compare the effects of these methods.
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电阻抗成像方法是可以用于探测地下溶洞的

一种方法，其原理是根据物体内部不同物质的导

电参数 （如电阻率、电容率） 的不同，通过对物

体表面电流、电压的施加和测量来获知物体内部

导电参数的分布，进而重建出反映物体内部结构

的图像，该方法的难点一是固有的病态性，即边

界电压数据的微小扰动可能引起解的巨大变化；

另一个困难是它的信息量小。如何实现系统的高

精度、高分辨率和算法的快速收敛是其应用的主

要难点［1］。

电阻抗成像的起源可以追溯到 20世纪 20年
代，地球物理学研究者提出了线性电极阵列的电

阻率成像 （Resistivity Imaging） 技术。19世纪 70
年代，生物医学研究者提出了圆形电极阵列的断

层电阻率测量技术 （Tomographic Resistivity Mea⁃
surement Technique）。1978年，Henderson和Web⁃
ster做出了第一幅电阻抗图像。他们使用固定于胸

部上的由一大电极和与之相对的若干小电极组成

的电极系统。通过测量从各小电极流向大电极的

电流所形成的等位差，获得了可以清楚地显示肺
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脏位置的阻抗图像。但是这还不是断层图像，而

是类似X胸片的透视图像。1982年，英国 Sheffield
大学的Brown和Barber实现了第一个手臂的阻抗层

析图像，开辟了电阻抗层析成像（EIT）技术这一

新的研究领域［2］。

本文采用电阻抗成像法探测了地下溶洞，并

采用Tikhonov正则化和稀疏正则化方法以解决反问

题固有的非适定性问题；在正则化的过程中运用

了灵敏度分析法，又分别采用线性近似直接求解

和迭代求解两种方法进行求解，并进一步分析了

几种方法的识别精度与误差敏感度，为实际工程

中的地下溶洞识别提供了一定的参考。

1 问题的描述

1. 1 正问题

考虑一个空间区域Ω及其边界 ∂Ω［3-4］，电阻

抗成像的正问题是在已知材料电阻抗率 ρ ( x )，
x ∈ Ω（或其倒数，视电阻率 c ( x ) = 1/ρ ( x )）的情况

下，求解区域内的电势u ( x )（或电压）分布。考虑

边界∂Ω上输入输出电流，正问题的控制方程［5］为
∇∙(c∇u) = 0， x ∈ Ω. （1）

边界条件为

∫
el
c ( )n∇u = Il， l ∈ SI， （2）

c (n∇u) = 0， x ∈ ∂Ω\ ⋃
l = 1
L

el，

其中 n为边界上的外法向向量，SI为所有边界电流

点 （或电极） 的集合，考虑电流几乎为单点输入

输出，el表示的是包含电流点 l的微小区域，Il是点

l处的电流量。Il > 0表示电流输入，Il < 0则为电

流输出。如果某个电极方案只有点 1输入单位电

流，而点 2输出单位电流，则有 I1 = 1，I2 = -1，Il =
0，l ∈ SI \ {1，2 }。此外，还可以测量一系列边界点

的电势，这些测量的电势点的集合记为Su；电势点

Su与电流点 SI可以有部分重合。问题 （1） ~（2）
是典型的 Neumann边值问题，为了确保解的存在

性，需要满足所有输入输出电流总和为0，即

∑
l ∈ SI
Il = 0. （3）

为了确保解的唯一性，可以额外添加约束

∑
k ∈ Su

uk = 0， （4）
其中uk表示点 k上的电势。

基于以上描述，考虑电阻抗成像探测地下溶

洞这一问题（如图 1所示）。问题所属区域简化为

图 1右侧的矩形区域。电流点与电势点不一致，但

数目相等。

通常可以使用有限元进行正问题求解，得到

如下方程

Ku = f， （5）
∑
k ∈ Su

uk = 0，
其中 u = [ u1 u2 … un ]T 包含所有结点电势， f =
[ f1 f2 … fn ]T则表征电流向量，不同的电极方案，

f不同。考虑如式（2）中的情形，可以有

f l = {Il， l ∈ SI，
0， otherwise. （6）

刚 度 矩 阵 K 与 各 单 元 的 视 电 阻 率 c =
[ c1 c2 … cm ]T线性相关，即

K = K (c) =∑
j = 1

m

c jK j， （7）
其中K j为单位电阻率时的单元刚度矩阵。

1. 2 反问题

根据 s组电极方案{f i}s
i = 1测量得到的 s组电势

数据{û iSu}
s

i = 1
，反推识别区域的视电阻率 c。其中，

下标 Su表示测量电势点集合上的数据。根据正问

题（5），给定视电阻率 c，可以直接计算得到测点

上的电势结果，记为{u iSu (c )}
s

i = 1
。按照一般反问题

的思路，电阻抗成像的数学描述为：寻找 c使得计

算数据{u iSu (c )}
s

i = 1
与测量数据{û iSu}

s

i = 1
尽可能地接

近，即求解如下优化问题［6-7］

min
c
g (c ) =∑

i = 1

s

 û iSu - u iSu (c )
2 =  R̂ - R (c ) 2

，（8）
其 中 g (c ) 为 电 阻 抗 法 的 目 标 函 数 ， R̂ =
[ û1Su û2Su … û sSu ]T,R (c) = [ u1Su (c ) u2Su (c ) … u sSu (c ) ]T,
 (∙) 表示向量的 2范数。接下来，将提出几种方法

求解电阻抗成像问题（8）。

图１ 电阻抗成像探测地下溶洞示意图

Fig. 1 Diagram of electrical impedance imaging for
cavity detection
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2 电阻抗成像的理论与方法

考虑到 u iSu (c )与视电阻率 c成复杂的非线性关

系，问题 （8） 是典型的非线性最小二乘优化问

题，通常需要迭代求解。在梯度类算法中，需要

计算灵敏度矩阵 S (c) = ∇cR (c )以及初始估计值，

记为 c0。

2. 1 初值或平均视电阻率估计

在实际溶洞探测中，可以通过测试得到某些

土体的视电阻率参数，然后依次可以得到土体的

整体视电阻率估计，并以此作为数值 c0。但测试

时，土体样本体积有限，湿度等会发生一定的变

化，导致测试会存在偏差，且会耗费一定的代价。

实际中，可以根据测量数据直接估计地下区域内

平均视电阻率，然后以此作为初值，识别区域内

的视电阻率分布。估计平均值时，假设区域内视

电阻率均匀分布，即 c = c01（1表示向量的所有位

置取值均为 1）。此时，可以有 u iSu (c) = 1c0 u
i
Su
(1)，

R (c) = 1
c0
R (1)。代入式（8）可以得到

[1c0 ] = R̂TR (1)
R (1)TR (1) . （9）

此时，可以选择初值为 c0 = c01。。
2. 2 灵敏度分析

为了得到
∂R ( )c
∂cj ，j = 1，2，⋯，m，需要进行灵敏

度法分析。对方程（5）求关于 cj的偏导，可得

K
∂u
∂cj = -

∂K
∂cj u = -K ju， （10）

∑
k ∈ Su

∂uk
∂cj = 0.

针对 s组电极方案 f i及其在视电阻率 c下的电

势解 u j，求解方程（10），进而可以得到
∂uSu
∂cj 及灵

敏度矩阵

S (c) = ∇cR (c) =
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. （11）

接下来，将根据已有的初值 c0和灵敏度矩阵

进行参数识别。考虑使用不同的正则化方法（Tik⁃
honov正则化［8］和稀疏正则化［9］） 以及是否迭代

的因素，主要可以分为 4种方法：Tikhonov更新

法、稀疏更新法、Tikhonov迭代法、稀疏迭代法。

2. 3 Tikhonov更新法

这里假设初值 c0与待识别结果 c比较接近，此

时可以对R (c)使用Taylor展开，得到

R (c) ≈ R (c0) + S (c0) (c - c0 ). （12）
然后，问题（8）就近似变成

min
c
g (c ) ≈  


R̂ - [ ]R ( )c0 + S ( )c0 ( )c - c0
2
，（13）

即为一个线性最小二乘优化问题。考虑到反问题

的非适定性 （即矩阵 S (c0)
T
S (c0)的条件数非常

大），需要引入正则化进行求解。一般可假设区域

内土体视电阻率分布比较均匀，接近初始估计的 c0
（或更新量 (c - c0)较小且比较均匀）。由此，可以

引进Tikhonov正则化来克服非适定性，得到

c* = arg min
c { 


R̂ - [ ]R ( )c0 + S ( )c0 ( )c - c0
2

+λ c - c0 2}， （14）
其中正则化稀疏 λ > 0可通过 L-curve方法［10-11］进

行确定。

2. 4 稀疏更新法

同样考虑如公式（12） ~（13）的线性近似的

过程，但使用稀疏正则化处理非适定性。实际溶

洞探测问题中，溶洞的存在相对于探测区域通常

体积较小，在空间分布上具有一定稀疏性 （或更

新量 (c - c0)是稀疏的），因此可以使用稀疏正则化

进行处理。稀疏更新法的求解问题为

c* = arg min
c { 


R̂ - [ ]R ( )c0 + S ( )c0 ( )c - c0
2

+λ c - c0 1
1}， （15）

其中 v 1
1 =∑i = 1

m || vi 表示向量的 1范数，λ > 0是给

定的稀疏正则化参数。以上优化问题 （15） 虽为

非线性，但可采用凸优化分析中的二次规划、内

点法等进行快速求解。

2. 5 Tikhonov迭代法

在以上的Tikhonov更新法和稀疏更新法中，直

接通过线性展开 （12） 进行求解，这样的过程简

单直观，但必须建立在真实土体参数与初始估计

十分接近的条件上，即 (c - c0)要较小。实际中，
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(c - c0)可能较大，比如出现溶洞后，该处的视电

阻率趋于 0。此时，需要进行迭代求解。Tikhonov
迭代法表现为重复、迭代使用Tikhonov更新法的求

解过程。即，给定 c0按照下式进行迭代

ck = arg minc { 

R̂ - [ ]R ( )ck - 1 + S ( )ck - 1 ( )c - ck - 1
2

+λ c - ck - 1 2}， （16）
直至收敛。在每一步迭代中，正则化参数λ均可根

据L-curve准则确定。

2. 6 稀疏迭代法

与Tikhonov迭代法类似，稀疏迭代法则表现为

使用稀疏更新法重复、迭代求解的过程。迭代

式为

ck = arg minc { 

R̂ - [ ]R ( )ck - 1 + S ( )ck - 1 ( )c - ck - 1
2

+λ c - ck - 1 1
1}， （17）

其中λ为给定的稀疏正则化系数。

3 数值算例

选取矩形区域长宽均为 4 m×4 m，每边均匀划

分为 8个单元，假设初始区域的视电阻率是均匀

的，取值为 c0 = 10。考虑如图 2中三种溶洞情况

（溶洞处的视电阻率等效为 3，相对于土体的 10，
有较大的折减），其中 Case 1、Case 2为单个溶洞

的情况、Case 3为多个溶洞的情况，图块颜色与视

电阻率的对应关系如图右侧色标所示。

考虑如图 1右侧的矩形区域和电极方案，通过

给定的电流与真实视电阻率分布得到电势结果，

分别利用 Tikhonov更新法、稀疏更新法、Tikhonov
迭代法和稀疏迭代法识别以上三种溶洞情况。其

中 Tikhonov法的正则化参数通过 L-curve方法进行

确定，而稀疏正则化参数取10-8。
另外，考虑误差存在时的情形，此时电势情

况 u = u0 (1 + fr∙Randn )；；其中，u0 为真实电势；

Randn是与电势矩阵同阶的随机数矩阵，其每个元

素都是 [ -1，1]上的正态分布随机变量；fr为变量的

系数，这里取 fr = 0.001。
Case 1在无误差和有误差情况下的识别结果分

别如图 3~4所示，Case 2在无误差和有误差情况下

的识别结果分别如图 5~6所示，Case 3在无误差和

有误差情况下的识别结果分别如图 7~8所示。从结

果中可以看出：

1） Tikhonov更新法在无误差的情况下识别单

个溶洞（图 3和图 5）时，在溶洞位置可以识别到

视电阻率的折减，但与真实情况相比，视电阻率

在数值上相差较大，结果较为粗糙；而在有误差

的情况下（图 4和图 6），在溶洞位置也能看出视电

阻率的差别，但与无误差情况相比，结果的差别

较大；而在识别多个溶洞的情况时（图 7和图 8），

无论是否有误差，视电阻率的分布较为混乱，多

图2 溶洞探测的三种情况

Fig. 2 Three cases of cavity detection

图3 无误差时Case 1的识别结果

Fig. 3 Results of Case 1 without error
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处出现电阻率折减，电阻率在数值上与真实情况

有较大差别，无法识别出正确的溶洞位置。

2）稀疏更新法在无误差的情况下识别单个溶

洞（图 3到图 6）时，可以明显地看到溶洞位置有

明显的视电阻率折减，而在其他位置的视电阻率

在数值上与真实情况十分接近；识别相邻的多个

溶洞的情况时（图 7和图 8），较大溶洞处有视电阻

率的折减，但不能完全识别出溶洞形状，数值上

也与真实情况有较大差别；且较小溶洞处没有视

电阻率的折减，其他位置的视电阻率也与真实情

况有一定差别，但各处视电阻率之间相差不大，

且无误差和有误差结果相似。

3） Tikhonov迭代法在无误差的情况下识别单

个溶洞（图 3和图 5）时，在溶洞位置可以识别到

视电阻率的折减，其他位置的视电阻率与真实情

况在数值上存在较大差别，且视电阻率分布不均

匀。在有误差的情况下（图 4和图 6），视电阻率分

布混乱，有多处位置存在明显的视电阻率折减，

无法识别出溶洞位置；而在无误差的情况下识别

图4 有误差时Case 1的识别结果

Fig. 4 Results of Case 1 with error

图5 无误差时Case 2的识别结果

Fig. 5 Results of Case 2 without error

图6 有误差时Case 2的识别结果

Fig. 6 Results of Case 2 with error

图7 无误差时Case 3的识别结果

Fig. 7 Results of Case 3 without error

图8 有误差时Case 3的识别结果

Fig. 8 Results of Case 3 with error
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多个溶洞时（图 7），能准确识别到溶洞位置处的

视电阻率折减，其他位置的视电阻率也较为均匀。

但在有误差的情况下（图 8），整个识别区域的视

电阻率分布混乱，无法识别到溶洞位置。

4） 稀疏迭代法溶洞探测效果非常好，在无误

差的情况下识别单个与多个溶洞（图 3、图 5和图

7）时，结果与真实情况几乎完全一致；而在有误

差的情况下（图 4、图 6和图 8），结果也基本保持

不变。

4 结 论

Tikhonov更新法方法简单，可以大体识别单个

溶洞的位置，但结果粗糙，对误差较为敏感，且

无法识别相邻的多个溶洞；稀疏更新法也比较简

单，识别单个溶洞时结果较好，对误差敏感度也

较低，但在识别相邻的多个溶洞时存在遗漏；Tik⁃
honov迭代法比 Tikhonov更新法复杂，在无误差时

能识别单个或多个溶洞的位置，但对误差的敏感

程度非常大，在有误差情况下完全无法识别出溶

洞位置；稀疏迭代法计算量大，但识别结果非常

好，对误差的敏感度也很低，无论是否有误差，

无论是识别单个还是多个溶洞，都能得到非常理

想的结果。

总而言之，从结果上看，几种方法的排序

（由好到坏）为：稀疏迭代法＞稀疏更新法＞Tik⁃
honov更新法＞Tikhonov迭代法。
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